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Einleitung« 



Die vorliegende Arbeit hat Bich das Ziel gesteckt, das Verhalten der 

adjiingirten Curve in einer durch ihre Reihenentwicklungen definirten Sin- 
gularitJit einer ebenen algebraischen Curve zu untersuchen. Eine solche 
Reihenentwickliinpf is* ein im Allgemeinen irrationaler Ausdruck hiafi^btlich 
einer Coordiuuio, darcli welcbe die andere Coordinate dargestellt wird. 
Man kann verlangen, diese Beziehung in die Form einer rationnlen Gleich' 
ung zwischen den beiden Cooidmaton umzuwandeln, sofern die Entwicklang 
bei irgend einer (übrigons beliebig hohen) Potenz abgebrochen wird. Dies 
ist der Zweck der Unteisucliunf_TRn m 1^ 2. Dabei zeij^t sich, dass 
auch in der rationükn l^onn die sogenannten „kritischen Exponenten" eine 
ausgezeichnete Koiie spielen. Die nähere Untersuchung dieser Form führte 
mich darauf, ein graphisches Verfahren fttr die Reihenentwicklung zu ver- 
werthen, das, in einer Verbindung der Methoden von Puieeux und Gramer 
bestehend, die Diacframme sämmtlich iu einer Figur vereinigt. Sie er- 
möglichte die Aufstellung der rationalen Form einer Curve, welche im 
Ursprung einen „superlinearen Zwcif^" nach Cayleyj mit gegebenen kritischen 
Exponenten besitzt. Zugleich gab sie die Hilfsmittel an die Hand, die 
Zahl der linearen Zweige mit nicht übereinstimmenden Tangenten zu be- 
stimmen, welche die Bedingung des Adjungirtseins in einem gegebenen 
suporlinearen Zweig erfüllen, eine Zahl, die blos abhängig ist von den 
kritischen Exponenten. Die allgemeinste adjungirte Curve (mit der grösst- 
möglichen Anzahl von willkürlichen Constanten) ist nicht von den kritischen 
Exponenten allein abhängig, sondern von sömmtlichen Gliedern der Reihen- 
entwicklungen. Ihre Form für einen ßuperlinearen Zweig liess sich her- 
leiten aus der der Reihenentwicklung entsprechenden rationalen Form. 

Es sei mir noch erlaubt, an dieser Stelle meinem hochverehrten 
Lehrer, Herrn Professor Dr. A. Brill, für die vielseitige Anregung und 
Unterstützung, die er mir bei dieser Arbeit zu Theil werden iiess, meinen 
Dank auszugprecbeu. 
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§1. 

Die zu einer Potenzreilieiientwicklang mit gebrochenen Exponenten 
gehörige x»tioiial« Form der Oleiehung zwifehen den Variabein. 

Die Art der Singularität einer beliebigen algebraischen Curve, die im 
Ursprung eines Cartesischen Coordinatensyfltems einen singolören Pnnkt 
hat, ist bestimmt, sol>;iUl die Keihenentwicklnngen der einen Coordinaten y 
nacli steigenden Potenzen der anderen x mit positiven ganzen oder ge- 
broclienen Exponenten bekannt sind. Puiseux hat gezeigt*, dass, wenn 
die Exponenten gebrochen sind, sich eine Anzahl (zf) von Entwicklungen 
zu einem sogenannten cjklischen System von folgender Fonn zusammen- 
fassen lassen: a, a, 

anX^ -^hnX^-{ , 

wo *» 1, 2, . . . z/, ferner < «g < . . . , und zwar ganze Zahlen, und, 
wenn die Z-Aehse nicht Curventangenie ist, auch a^ ^^J ist. Die einzelnen 
EntwickLnngen nntersobeiden sich nor durch die Coeffieienten o», 
weldho -wo. der Form stnd: 

wo die a Constante sind, und «j, w^... die Wurzeln der binomißchen 
Gleichung m;-^ — 1 = 0 bedeuten. Ein solches cyklisches System stöllt 
innerhalb des Convergenzbereiches der Reihenentwicklung einen durch den 
Ursprung gehenden Zweig vollstündig dar, und wir nennen einen solchen 
Zweig mit Cayley einen superlinearen Zweig yon der Ordnung J. 

Wir betrachten in Folgendem einen superlinearen Zweig für sich allein 
und stellen uns zunächst die Aufgabe, die rationale Form der Gleichung 
einer Curve herzustellen, welche im Ursprung einen durch ein cyklisches 
System von Reihenentwicklungen gegebenen superlinearen Zweig enthält. 
Das (^Idische System sei folgendes: 

«I ^ II» 
y — ttj tfj' a; Wj« — • ■ — Un io^»x^ »—0 



— a^vf^x^— a^v^g^^ " a^tojaf-'^^"» — 0, 

Mnltiplieirt man diese J Gldohungen mit einander, so eifaBlt man 
bekannflieh einen rationalen Ansdraek in « nnd y, der mngekehrt sidih 



* Puiseux, Becherches sur lea fonctions algöbrique^j LiouviUe, Journal de 
mafliämaftiqaef puzei et appUq,nte8. 18MI. Dentioh ron Fi so her, Halle 1861. 
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wieder in die gegebenen Reihen er f Wicklungen spalten lassen muss. Da 
abnr im Allgemeinen die Reibenentwicklungen unendlich sind, go wären 
unendlicb viele Glieder mit einander zu multiplipiren, und so würde sich 
auch eine Gleichung vom Grad unendlich in x ergobou. üan kommt es 
aber bloß auf das Verhalten des Zweigs in der i^^ühe des Ursprungs an; 
die Reihenentwicklungen denken wir uns überhaupt für die Theorie der 
Curve zunächst in der Absicht hergestellt, das Verhalten der Singularität 
gegenüber Geschlecht, Klasse etc. der Curve zu bestimmen, d. h. um die 
Plücker'schen Aequivalenzzablen, die Zahlen, welche angeben, wie viel 
elementare Sintrularitäten ^Doppelpunkte, Spitzen, Doppeltangenten, Bück- 
kehrtangenten) die gegebene Singularität enthalt, zu ermitteln. Es hat nun 
aber H. J. S. Smith*. gezeigt, dajsö diese A<' juivalenzzahlen bloa von den 
kritischen Exponenten abhängen. Werden die Keiheuentwicklungeu also 
bei den GHedera mit den letzten kritischen Exponenten abgebrochen, 8o 
erhält man beim Ausmultipliciren eine endliche rationale Form, welche 
eine Curve darstellt, die im Ursprung ditselbe Singularität besitzt, wie der 
durch die Beihenentwickiuiigen dargestellte superlineare Zweig. Auch hat 
Herr Brill** gezeigt, dass, wenn es sich dämm handelt, eine algebraische 
Bedingungsgleichung (mit endlicher Gliederzabi) zwischen x und y in der 
Nähe eines gewiesen Werthepaares x^y^ zu erfüllen, nur eine endliche 
Anzahl von Gliedern der Reihenentwicklungen nothwendig ist, um einen 
vorgeschriebenem Genauigkeitsgrad zu erreichen. Unsere Aufgabe wird einst- 
weilen in der Art einzuschränken sein, dass wir verlangen: Es soll eine 
rationale Gleichung in x und y derart gefunden werden, dass die daraus m 
erhaltenden Entwicklungen mit gegebenen Reihenentwicklungen bis zu be- 
liebigen Gliedern übereinttimmGn, 

Die Reihenentwicklungen 1 mögen also abgebrochen werden nach 
den Gliedern mit den Coefficieuten a„, und zwar nach dem Glied mit dem 
letzten kritischen Exponenten (siehe § 2 am Ende). Das Product der 
Gleichungen 1) giebt dann, wenn die bekannten Bezeichnungen für die sjmr 
metrischen Functionen eingeführt werden: 

folgendoE nftch Foteiueii Ton y geordneten Ansdnuk: 



* Smith in Proceed. Lond. maih. Bocieiy 1876. Vergl. hierzu daa iicferat 
TOn Nttther in dL Jahrb. d. Hiiri]i.TIIL 8. 4S8 flg. 

** Brill, üflber Singiilariliftton ebeo« Cnmi, Bfath. Ann. Bd. XVI. 1880, 
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Ja, 

a,)^-£t<7j'... lo^« H {— lya^a^ . . . aj£w^"wp*.. 

Die Bereehmuig dieteir Glieder erfordert in erster Liiiie die Bereeliniuig 
der wjmm^tmhmk Fnncüonen der Wurzeln der binonuMhen Oleiohimg: 

-Ol 

wir wollen (icsliall üim^'o Btiziehuugen zwischen diesen symmetriBohen 
Functionen vorausscbioken. 

Es Beien • • « 

die Poteiusiiiiimea dar Wniieln oUger bmomiieheii Qleiehwig, ao geben 
die bekajmteB Newton'aehen Identitftten: 

etc. 

Ol kein 
Allgemein: s„ — ^| je nachdem n ^ Vielfaches Yoa J. 

Nun ISsBt sicli aber jede n^nunetrisdie Function der Wnneln einw 
Gleichling ansdrOckeu als Function der Potenzsonimen d«r Wunehi. Nennt 
man die Somme der Indices eines Gliedes der in den PotemHwmmen aus- 
gedzflokten symmetrischen Fonction sein „Gewicht", so existirt der Bat« 
(TergL Falk di Bruno, BioSre Formeni deutsch von Walter § 1): Die 
symmetrische Function von der Form Sii^iB^,..vft^ m den Potenssommen 
ansgedrackt, ist „isobariach^ d. h. alle Glieder haben dss Reiche Ge- 
wicht, nSmlioh fle| + «^ + "*fl^ Es soD nun die symmetrische Fanction 
£«^*«^,..i0^ der binomischen Gleichung w^ — 1 — 0 in den Poteni- 
summen ausgedruckt werden, wobei die Summe a2 + <'s+***«r nicht 
durch J theilbar sei. Die Indioes der GrOssen s irgend eines Gliedes des 
Ausdrucks in den Foteasumm«! setaen soh additiv aus Summanden 
der Summe + <^ + ** * «<r derart sassmmen, dass die Summe der 

Lidioes des Gliedes gleidi «i + H «r» ^ft ^ose Summe aber nicht 

durch J theilbar ist, so mnss auch mindestens einer jener Indioes nicht 
duich J theilbar sem. Weil aber « 0, wenn n nicht durch J tiieil* 
bar ist, so muss mindesteni ein Factor eines jeden Gliedes des AusdrudcB 
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in den Potenssiunmeii gleidi Kuli sein, und es «nrgiebt Bidh also der Bats: 
Die symmetrisclie Function Sic^* tt^l*--- w"'' der Gleichung «r^— 1<"0 

ist gleich Null, wenn die Bumme tt^ + H nicht durch J 

theilbar ist Betrachtet man nun den Ausdruck 2) und berOehsichtigt 
man, dass diese Bjmmetrisohe Punction ein Factor des Coelftoienten der 

Potenz X ^ ist| 80 folgt, dass der Coefficient einer jeden ge- 
brochenen Potenz von x Null ist. Der Ausdruck 2), der durch Mul- 
tiplicaticn der A conjuglrten Gleichungen eines cyklischen Bjstems erhalten 
wurde, ist also rational. 

Es erübrigt nun blo8 noch, die Ooefficienten der nicht verschwindenden 
Glieder des Ausdrucks 2) zu bestimmen. Zu diesem Zweck henütien wir 
die Wa ring 'sehe Formel für die symmetrischen Functionen einer beliebigen 
algebraischen Gleichung (vergl. Serret, Höhere Algebra^ deutsch Ton 
Wertheim, 2. Aufl. S. 370 u. flg.). Es ist zu bestimmen eine symmetrische 
Function von der Form ^^m;^««^...«»^' der binomischen Gleichung IP^— 1*0, 
wo «1 + «2 H a. = 0 (mod d\ 

Man vertheile die i Indices a^^a^y . . . a,i auf alle möglichen Arten in 
Gruppen von beliebig vielen Zahlensummanden derart, dass fQr jede An- 
ordnung dieser Indices jeder Index nur einmal vorkommt und dass die 
Summo der Indices einer jeden Gruppe durch A theilbar ist. Bei irgend 
einer Anordnung seien die Anzahlen der Summanden, die aus je 1, 2, 3, ... « 
Indices sich zusammensetzen, beziehungsweise , ^, . A.,, . . , i.. Die Summen 
der Zahlenwerthe der Indices, der bei dieser Anordnung wii'klich auf- 
tretenden Gruppen seien ßi^ß^,...ß^, wo also |4 — + ig + • • • A< istv 
Dann entspricht diese Anordnung dem Gliede: 

(-.ly-^-^. ^r^i^...rj^sp,8ß,.„8ft^, 

r(„-i.2.3...(i»-i). 

Wegen - ^ . . . - - ^ , 

weil ja jede der Grössen ß durch J theilbar Lst, wird obiges Glied: 

\ ^) (8) (8) • • • (i) ^ 

Ist die Vertheilung der Indices in. Gruppen zu je einem Index, 
Gruppen zu je zwei Indices etc. durch Permutation der Indices auf 
A Arten möglich, so entspricht jeder Art ein Glied von angegebener 
Form. Berücksichtigt man endlich alle möglichen Gruppenvertheilungen, 
so erhält man die Specialisirung der Waring 'sehen Forme) fäx die bino* 
mische Gleiehung W4 1 » 0 in folgender Form: 

3) £wi^ w%-..,wi*~ 2:(~ ly-^-^ ^ A . r^^j 

Diese Formel gilt für den Fall, daos die Expononten • • • alle 

ungleich smd. Sind aber Exponenten je gleich a^, ^ Exponenten je 
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gleich fl^ «io., m hak man die angegebene Beehmmg dnfebtnlUureti, wie 
wenn die Expoaeoten nngleieli wSren, nad die leehte Seite oUger Fonael 
noch mit 

m dindiieiL 

Für den spedellen IUI, daee die Indieee «n so betebafEsii 
sind, dasi blos ihn Summe dareh A iheilbsr ist, and keine Yerfheihmg 
dieser Samme in Einzelsammeii derart, dass jede Eimtelsnaime dorbh A 
fheflbar ist, mSglieh ist, Tereinfseht sidi obige Formel wesentüdii denn 
es ist dann blos eine Gruiipenyertheilang miSglich, nftmHdi die, dass ndh 
die Indices in eine Samme von t-Sammanden anordnen lassen, so dass also 

Sind wiederum ^ Indices gleich a^, fi, Indices gleich etc., so er* 
hält man: 

Nach den hier aufgestellten Formeln fClr die symmetrischen FunC' 
tionen ist es nan möglich, sKmmtliche Glieder der Gleichung 2) su be» 
rechnen. Man wird sich bei der Anfstellnng dieser Gleicboog von vorn- 
herein auf die nicht verschwindenden Glieder beschränken, bildet also 
s&mmtliehe Gruppen der Zähler der Exponenten der Reihenentwicklung, 
deren Summen durch d theilbar sind, wobei zn einer Gruppe höchstens 
J Exponenten verwendet werden dürfen, jeder Exponent aber beliebig oft 
wiederholt werden darf. Ist z. B. die Summe der Zähler + a« H — 
von m Eq;)onentea durch A theilbar, so heisst ein Glied des Prodactes: 



Das Aufsuchen der Gruppen von Exponenten, bei welchem die Samme 
der Zähler durch J theilbar ist, wird endlich noch wesentlich erleichtert, 
wenn statt der Zfthler der Exponenten die Moduln derselben nach der 
Zahl A genommen werden, und für diese letzteren diejenigen Gruppen ge< 
bildet werden, welche durch J theilbar sindj weil dann die numerisohen 
Rechnungen mit kleineren Zahlen au8gef£Üirt werden können. 

Bei spielt IMe BeibenentwieUtong 

A. 11 

soll in rationale Form übergeführt werden. Das cyklische System der 
sechs coigugirten Gleichungen heisst: 
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Ji Ii 
y — a «»I — 6 »i' ar* — 0, 

wo w — 1 , i\ . . 6. Die Moduln von 8 und 11 nach der Zahl 6 sind 
2 und 5 Ei sind die Combmationen der Zahlen 2 und 5, die durch 6 

tkeilbai sind, folgende: 

3.2j 6.2; 6.5; 1.2+2.5; 2.2 + 4.5; 4.2 + 2.5. 

Die 6iLts]^ceoh«adea Comhinatioiieii d«r Za]il«ii 8 und 11 heiMOi dann 
3.8; 6.8; 6.U; 1.8 + 2.11; 2.8 + 4.11; 4.8 + 2.11, 
und du ntionale Fom hat folgend« Glieder: 

• .« 8 + 8.11 

6.8 eil 

8 8 -f 4 11 

+ (-l)«a*d*« « ZW«,"...»«" 

4.8 + 8.1 1 

Nach Fonnel 4) erhSlt man: 

(— IV 2' 

Ebenso 

- 6; 2?Wi"- V 1- 

Zur Berechnung von £w^v}^w^^. . . w^^ hat mau zuerst zu bestimmeiiy 
auf wievieL Arten die Exponenten in Gruppen angeordnet werden ktfnnen, 
deren Summen dnieh 6 theilbar sind, ßg aind die -Exponenten so zu be- 
handeln, wie wenn sie verschieden wären, und sie sollen deshalb durch 
Indices unterschieden werden. Die Summe 8i + 8,+ llj + 11,+ II5+ II4 
IttBst sich dann in folgende Summe spalten, die je wieder dnrcli 6 theil- 
bar sind: 

1) 84+8,+ ll| + ll,+ ll,+ ll4, 

ij"Aj"...Ag"OiÄ0"l; 
Anzahl der Permutationen J. » 1. 
«) 8i + ll, + ll, und 84 + ll, + ll4, 

li-O; A,-0; ^8-2; A,-A,-X«-=0; 

Anzahl der Pennatationea J. — 6; demi es existixeo nodi folgende Zur 
•ammaofteUnagen: 

81 + Iii + 11, «ad 8» + 11, + 11, 
Sj + ll^+ll^ und 8j + ll,+ ll, 
und aooh dzti ireitere doxoh Vtrtawiaehmig Ton 8^ und 8,. 
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Die Formel 3) giebt also, wenn noch berücksichtigt wird, dass der 
^«xponeat 8 zweimal, der E^qponeat 11 Tiermal Torkommt: 

i;«, «, «, ...w, - 1.2.1.2.8.4 ^" 

Etwas einfacher l&Bst sich diese Puiieliozi auch noch auf folgende 
Weise berechnen: 

In analoger Weise exiiftlt mau* 

Die rationale Form der iitüienenLvsieklung wird demnach: 

§ 2. 

Eigensohaften der einer Reihenentwicklung entspreohenden 

rationalen !Form. 

Die Beihenentwicklang 

y — fli^-rf + Oj»^ + • • • 

sei nach der vorhin angegehonen Methode in rationale Form übergeführt, 
und es sollen nunm hr solche Eigenschaften der letzteren gesucht werden, 
die ans den E es^iehujigen der Grössen J ^ a^^ a^,., zu einander abgeleisen 
werden küonen. 

Es werde vorerst angenommen, <Vj und ^ haben den gemeinschafliiciiBn 
Factor J^; dagegen sollen und ^ keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben. Setzt man daher: 

A A^A' A* 

80 ist nach der früheren Annahme ß^'> /l' oder i3^-=zf'=l, ferner 
^1 /^/j < «2 < oTg . . . , und die ^ conjugirten Gleichungen des cyklisclien 
Systeme, die mit einander zu multipliciren sind, um den rationalen Aus- 
druck zu erhalten, sind dargestellt durch: 

6) y — c^w^'P^x^ — a^uo^x^ — 0, 

wo 9i»ly2, ...^ und wo tcii «c^, . . . «lU die Warseln der Gleichung 
fp^— 1*0 Bind. Die Glieder des Prodncis, die blos je von den xwei 
ersten Glieden der Gleidrangeo 5) henrahreB, lassea ach m einer A^ 
Potens annmmen&BMi; denn wir kOnnen seigen, dass von den 
A Factoren dieses Prodaeis: 
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««1 ^ 



je Jj^ eiuüuder gleich sind. Ist w eine priinitivu Wurzel der Gieichung 
«;-J-_l-.0, 80 lassen sich die Wurzeln Wj, «o, . . . daxstellen durch: 

und die Potenzen 
werden übc 

Die Exponenten dieser J Potenaaii lasBeu ncfa» da J', in folgende 

^1 BeUien mUHuninensteUen: 

ßi*^i% ßi'^^ii ßi'B^t* ßi*^*^i 



D» «iber ^^^^^ -= i, 

80 folgt, dass die Reihen von Potenzen, welche obigen J^ Eeiben TOn 
£iqponenten entsprechen, einander gleich sind und fol^endermaseen lauten: 

und daM in dem Prodoet 6) je Ji Faetoran emaader 0eicb amd. Dieses 
Prodaot wird daan: 

{ — «1 u^^^*»^') {ff — Ol ^' »^') ... (y — Ol A-^««^) } * 
Da w mm pzimitiTe Wunel der Gleicliaiig ~ 1 0, so ist tp^> 
«ine piimitiTe Wunel der Gleidmng w^'— 1« 0, weil J^J*J^^ und es 
sind also ^.^.^ 

die Wuizelu der Gleichung x-^ — 1 — 0. Bezeichnet lu&n diese mit 

Vj, Vj, ... V^', 

so nimmt obiges Product die Form an: 

{ G ~ «1 ^' ) G — «1 ^2' ) • • . (2/ — Ol Vl^J. X '^') 1 * 

nnd der in der Klammer { . * . } stehende Ansdmck ist der der Beihen- 
entwiddung a, 

y — flj«^— 0 
entsprecbande rationale Ansdrack, also 

das Pfeoduet 6) wird demnaieh (y^'— afV«)'^', und das Prodnct der con- 
jugirten Gleichimgen 5) mnss also die Form haben: 
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7) (y^-öxa^0^' + ^(a;y)-O, 

wo jodes 6^ von ifr(dpjr) wotmilieli aUübigig iat von don OUedeni mit 

den Exponenten I^^i^ Grad der Function ^{xy) m y kann niolit 

bk tu J aiiifcqg«i$ donn dU nMooale Fom der BoihoaoiitwioUiiiig out- 
bSlt Uo8 ein Glied mit y^, dio •nderon tind tod niedoram Gtad in y; 
d«r Grad von ^(«y) in iit davon abhiii|pg, wieviel Olioder der 
BcÜMiMiitwicUiiiig beim Batumalmadren berflflkiidktigl wnidon. Hat daa 

loiite Glied der BeUienentwieUiing den Exponenten —»so ist der Grad 

von t|'(r?/) in er gleich a„; denn die höchste Potenz in x wird erhalten, 
wenn in den Grleichungen 5) je die letzten Glieder mit einander muiüi>licirt 
werden. Endlich tritt in t/^fcrw) eine Potenz von x als Factor heraus, da 
es bloB das einzige Glied geben kann, welches kein x enthält. 

jSs werde mm angenommen, dass auch bei den Exponenten 

— £| ■ • • 

J A d 

Z&hler lind Nenner alle den gemeinschaitlichen Factor haben, und in 
der einfachsten Ii'orm sollen diese Exponenten sein: 

Ä. K... 

Aus dem Froduct der A coi^jugirten Gleichungen 5) scheiden wir 

-wie Torbin einen Tbail abi indem wir mit dem Glied abbreeben 
and folgendes Produot betraehten: 

- ^\ 



wobei wir öi Oi i^, . • • «m ~ &m eetaeu. 

Nach dem Yorgang von frOber Ifisst sieb mm leiebt einsehen, dass 
jede der Beihen 



in A^ gleiche Keihen getbeilt werden kann, und wir folgern daraus, dass 
in dem obigen Froduct je A^ Faotoren einander glsieb sind. 
Produet hat dann die Porm: 
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wo Vi, Vg...t' j- die Wurzeln der Gleichnng v^'— 1 — 0 sind. Der Aua- 
drook in cIat KlAmniör { ... } ist die »tionale Fonn der abgebrooheneiL Reihe: 

7 a) 3/ — &i iB"^ ftm — 0. 

Obige gaiue rationale Fnnotion weide beieidinet mit 

wo der Grad von fi{xy) in Bezug auf y kleiner sein muss als in B6> 
zag auf a;*gleicli ßm ist, und wo bei der Fnncüon fi{xi/) eine Poisiu 
Ton X als Factor heraustritt Die rationale Form der ganzen Beähen- 
eniwicklung ist also: 

wo Uber Analoges tu ngen ist wie über ^(a^y). Die Function 

U^'+fi{»if) liefert mngekehrt die abbrechende Beihenentwieklnng 7a). 

Bei den auf den Expouenton ^ folgenden Exponeoten 

a 

■ ; L-.|. . »-,-,.. 

^ 

sollen je Ztthler nnd Nenner den gemeinschafUichen Factor haben, 
wo ^1 Factor Ton d^s Wir setsen 

— ^"//j, also ^ — 4^^^^ 

und 





















A 




1^ 



und bezeichnen die Coüffici'jnf eu di r Potenzen mit diesen Exponenten mit 
Cj, C^...Cn, 80 dass die Beihenent Wicklung von der Form ist: 

nnd Nenner den Factor gemeinschaftlich haben, so kann ans der 
rationalen Form der Beihenentwioklnng 9) eine Potenz abgeschieden 
werden, deren Qrondiahl die rationsle Fom der Beihenentwicklnng 9) 
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bis zum Glied mit dem Exponenten —f~V einschliesslich ist: diefte Form 
ist ikber nach Vorhergehendem 

wo der Grad -von in y medrigwr ist als ä^^^ der Gh»d in x 

gleich *fti iet Bricht man also die Bohe 9) bei irgend einem 0Uede mit 

dem £jq)onenten — ab, so lautui die rationale i:''orm der Keibeuentwicklung: 

wo 9i^(sy) TOm Gnd ur in x 

Fshrt man in dieser Weise fort, so gelangt man zn folgender Ver- 
allgemeinermtg: Eine BeihenentwicUiing sei von der Form: 

wo ^ — J'-^". . . J<^). 

Nach der Beieiohnong von Smith (a. a. 0.) nennen wir kritisehe 
Exponenten diejenigen Exponenten, bei weldien zum ersten UM im 
Nenner ein neuer Factor auftritt, so dass also in obiger Beihe 

die kritischen Exponenten sind. Bricht man die Beihe 10) bei irgend 

einem Glied m^x^ ab, so liefert die Mnltiplication der J con- 
jugirten Gleichungen, weiche ans der anf Null gebrachten Gleich- 
ung 10) erhalten werden, folgende rationale ganze Function 
in Sß und y: 

Die Functionen fiQcy)^ /^(a^y), • ■ • fr{-^'?f) babon sämmtlicii ganze 
Potenzen von x als Factoren, sie sind in x resp. von den Graden /S^, 

. . . (it\ ihre Grade m y sind niedriger als resp. d'^ ^' . . . ( j'^". . . 
Die Klammerausdrücke sind so beschaffen, dass sie je für v abbreiiionJ ' 
Reihenentwicklungen geben, welche aus 10) erhalten weiden, wenn diese 
Eoihen je vor den Gliedern mit den kritischen Exponenten abgebrochen 
werden. 

Beispiel. Die früher (§1) entwickelte rationale Form der Beihen* 
entwicklang A 11 

lägst uch in folgender Weise schreiben: 
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Znr Gmnei^iehea ICrthode te Beihenentwiekluig algalmiMhar 

Fnnotioiuni einer Yariabeln. 

Zum Zwecke der näheren Untersuchung der Eigenschaften der Func- 
tionen fiixy)^ f»{xy)'-- ^©s Ausdruckes 11) wollen wir nunmehr um- 
gekehrt diesen rationalen Ausdruck wieder in Potenzreihen nach gehrochenen 
Potenzen von x entwickeln. Hierza wenden wir eine Methode an, welche 
im Wesentlichen von Gramer herrtkhrt.* Diese HetlMkle beroht auf 
einer for^esetzten Anwendung des Newton'sclieii Pftrallelogmnus. 
DaiMi werden die sSauntiliclien Parallelogrammei die zur gliedweisen Be- 
reehnong der BtSh» in x noihwsndig sind, mit Smn AditeD auf emander 
gelegt. Ete in%0n die Glieder der gegebenen rationalen Gleiebung f{xy) «0 
in daa Hewton'sehe FaraUelogramm eingetragen werden, d. b. irgend ein 
Glied Msä^fi^ wird graphiseb dargestellt in einem Goordinatensjstem XY 
dnrob einen Punkt mit den Goordinaten m nnd n\ dann werden die dem 
Ureprong snnBcliBt gelegenen Punkte derart dnrob gerade lonien Tarbnnden, 
dass ^umtiKebe Pnnkte des Parallelogramms auf der Seite «ner jeden 
Qemden liegen, anf weldier der Ursprung niebt Hegt. Wir beieiebnen in 
Folgendem eine solehe Gerade als Gerade niederster Dimension; 
sBmmtliobe Gerade dieser Art bilden onen gebroobenen Zng. Die Glieder 
von f(xi/)j die anf einer Geraden dieses Zngs liegen, Uefem die An- 
fimgsglieder von einem oder mebreren cjbUscben Systemen TOn Beiben> 
entwicUnngsn.** 

Sei AB eine Gerade niedeister Dimension (Fig. I), ond geben die 
Glieder dieser Geraden, deren Aggregat i^eieb STnll gesetst wurde, das 
Anfangsglied der Entwicklnng 

wo n ganz oder gejorochen, so wird der Neigungswinkel a Ton AB gegen 
die X-Aiohse ansgedrflekt dnreb: 




Um (las uäciiste Glied der Entwicklung zu erhalten, setze man 

iu f{xif) — 0 ein und erhält eine Function in u und x, deren Glieder 
wieder in ein Newton'bches Parallelogramm eingetragen werden, dessen 
X-Achse mit der A'-Acbso nnd dessen T/- Achse mit der Y-Achse des 
vorigen Parallelogramms zuaamuen&ülen. Irgend ein Glied Maf ^ von 

* Gramer, Intioduction ä l'analyse dea ügaea courbes. 1750. 
*• Vergl. Puiaeux a.a.O. 
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f(xy\ dM d«]n Pankto P| d«s PamUelogmniiii «ntsprieht, tnnafomurt 
ai(di in die Glieder: 

Diese Glieder liegen auf ibri Scbnittpankicn der Parallelen I\lJ 2,u 
Aß luiL den Parallelen zur Achse in den AbsUiuden s — 1, . . . 1, 0. 
Die Coefficiönteu köuuen leicht bod;timmt werddu. Traaüt'ormirt man derart 
insbesondere die Glieder auf der Geraden niederster Dimension AB^ so 
hat Gramer gezeigt, dasB, wenn diese Glieder niederster Dimension au;" 
als 2? -fachen Factor haben, die transformirten Glieder auf die Schnitt- 
punkte fallen von AB mit den Parallelen zur Achse im Abstand PiP-^lf't 
bis zur Parallelen, die durch A geht 

Wir betrachten zunBchst den Fall, dass die GUeder von AB y — aaf^ 
eis* einfaolien Paotor enthalten. Ctiin entspnoht dte tnufimaiite Glied 
mit der niedersten Potenz Ton « deni|Pmikto 0, dem Sehnittpanlct der 
Parallelen im Abitaad 1 anr Z-Aefaee mit AB, Sind mm B|, J>, E^F.,. 
die Schnitt|nmkte der Z-Aehae mit den Parallelen an AB dnnsh die 
sttmmtliehen Punkte des ecaten Kewion'sdhen ParaUelogxamms, so setst 
ridi imisk Cramer die BeihenentvioUang fort nach Potenzen Ton a^, 
wo A das grOsste gemeinsehaftllohe Yiel&ohe der Haassahlen der Streiken 
B^D^ B^E, B^F»*» ist; die ZaU h bat den gleichen Nenner wie n, oder 
sie bat blos Faetoren desselben als Nenner. 

Dasselbe Besnltat ergiebt eine andere von Newton angegebene vnd 
▼on Mao Lanrln weiter ausgeführte Ifetliode der BeiHenentwieUnng.* 
Die anf slgebraisebem Wege mit ffilfe der Deseartes'sohen Coeffidenten- 
Tergleiehnng abgeleitete Begel lantet dort £dgendermatten: Sei Aaf das 

Glied mit dem niedersten Exponenten in » allein, die flbrigen GUeder 

l g 

seien von der form Bj^ixf, so suche man dei^enigen Werth n ^ ~]^* 
wekber der grOsste ist. Das Hintragen der Glieder in das Newton'sehe 

ParallelogramiD zeigt, da — «- f^a, dass die Yerbindongdhne der den Gliedern 

ff 

y^xfim<\ entsprechenden Punkte eine Seite des Zugs niederster Dimension 
ist, wenn n seinen grössten, d.h. a seinen kleinsten Werth erreicht. Nun bildet 
Mac Lau r in, wenn die Glieder der Function Ax\ By^of^C^f^jB^xf... 
sind, die Difierenzen der Grössen e -\- nh^ m + ns, f -\- nk . .. und findet r 
als das grSsste gemeinschaftliche Vielfache dieser Differenzen. Die Beihe 
hat dann die Form: 

y — ax" + 6 + cic''+'''H 

Bedenkt man, dass die Grössen e + nA, m + ns^ f+nk... nichts 
Anderes sind als die Entfernungen des Ursprungs von den Sohnittpnnkten 

* Mac Lauriu, A treatise ou Algebra, Gh. X. 
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dar X*AcIue inifc dem Paanlloleii rar G«nid«ii idtctenter Bunemioii durah 
die Fnnkt» dot «ritai PaziUologTamiiis, m» Imuhtet die Uebeieiiislunmiuig 
der Cramer'aciheii Begel mit der Mae Lanrin's unmittelbar ein. 

Es erfibrigt noeh, die von Puiienz ingegebene Begel au der eben 
dargelegten Methode Ton Gramer ahmdelt^ Es eei du Anfiuigeglied 

dei Entwicklung a.c"=»aÄ;'^, wo 6 und J ganze Zahlen sind, und sei 
irgend ein Glied auf der Geraden niederster Dimension A II (Fig. 1) von 
der Form x^y^^ so ist, wenn jBj der Schnitt von AB mit der X-Achse: 

Die Parallele mit AB durch den irgend einem anderen Glied txT ^ ent- 
sprechenden Funkt P| schneide die Z-Aohse in i>, so ist 

OD r + ^ • s, 

woratu OD— OJ?j— «r — j> + (5--g')'^' Simmtliche Differenzen dieser 

1 

Form haben jedenfalls — als gemeinschaftliches Yiel&diesi es setst sich 

JL 

also die Reihe fori nach Potensen Ton ivie Pniseuz angtebt M5g- 
Uebenreise aber steigt die Eatwiddong an naeh Potemen, deren Bzponeaten 

Vielfache von sind (nämlich das grdsste gemeinschaftliche Vielfache oben 

besagter Differenzen), was nur nach der Gramer 'sehen Begel erhalten 

werden kann. ^ 

Ist das Aniangsglied einer Entwicklung y — hiX^\ und liefern die 
Glieder niederster Dimension auf AB (Fig. 1) dasselbe als J'^-ftohen Eaotor, 
so gehen diese Glieder bei der Transformation 

y ■« + biX^' 

über in Glieder in x und «i, die so beschaffen sind, dass das Glied mit 
der niedersten Potenz in U| auf Ponkt A' der Geraden AB kommt) wobei 
Ordinate von A' ist. Die Gerade niederster Dimension in u und x 
geht jedenfalls von A' aus; enthalten die Glieder ilieser Geraden keinen 
mehrftohen Eaetor, und ist das grOsate gemeinsehaftUche Vielfache der 

Strecken B^Df B^E, B^F von der Form vro t imd J* ganze Zahlen, 

.'7 

SO kann man unschwer analog den Untersachnngeu Gramer s ünden, dass 

t 

die Bdheaentwiddnng fortMihreitet nach Potonaen Ton sß'^, Aach in 
dieian PkUe findet üebereinstimmnng atatt mit der Methode Mac Lanrin'a, 
•Der aUgemeiiie IUI jedodt, an dem wir jetat ttbcKgeheni Uteat sich 
nach der Mefliode von Mac Lanrin ni^t behandeln. 
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Eb wßgn andi OlMtr mdmbw Phnwiioii ib naä 
^i'Ughtn Aelor ludboo. Di«M OlMtar nllMi Ton der Foffm 



wo P eine Potenz in x, multiplicirt mit einer Constanten, bedeutet. Die 
entsprechende Gei^ade muss von A' aiisgeben; sie sei A'B^ (^^- 2). Da« 

nreüe Glied dar BaflieiwiitwicklBiig heM dami bf»^'. Man sotet dann 
waifttr ^, 

U, -f , r J 

und bestimmt wiederum die Gerade niederster Dimension, n*eht diese 
wieder von Ä' an- nach einem Funkte JJj, wenn die Glieder sich noch- 
malB zu einer ^j'""" i^oLenz zusammenfassen lassen, etc. Solange die Glieder 
niederster Dimension Jj'* Potenzen sind, haben die Potenzexponenten der 
Reihenentwicklung den Kenner ^' o&d 'die Geraden niederster Dimension 
gehen von A' ans. 

L^s?en sich bei den auf einander folgenden Transformationen die 
Glieder nif derster Dimenbion zum ersten Mal nicht mehr zu einer Jj*^^ 
Potenz, sondern nur zu einer J^**^ Potenz zusammenfassen, wo ^f',J^ 
so mfilssen di^ Glieder von der Form sein: 



m Hagen aaf der Qenden J! und geben dae Glied Cym^*^" dar Bailieii- 

entwicklnng, wo also ^i^^u kritischer Exponent ist. Geben bei einer Anzahl 

der folgenden Transformationen die Glieder niederster Dimension wiederum 
^j** Potenzen, so sind die entsprechenden Geraden A" C^^ A" C^.. wo- 
bei ^" auf A' liegt und die Ordinate hat; die entsprechenden 
Glieder der Beihenentwickloag haben als Nenner der Potenze3q;K>nenten. 

^^^^ j!;^ ^ e-^ ^«A. 

80 entsprechen die diesem Exponenten folgenden nicht kritischen Exponenten 
Geraden von A"' ans, wo X'" auf ^" Dj liegt und die Ordinate hat, 
wobei etc. Die Gerade, die dem letzten kritischen Ex- 

ponenten ~ jt^Jr^^ ' ^r) ^^pne^^^i Mi A^~^^M^t wob« die Ordinate von 

^(r— 1) ^adi Jf^^Jr-i- ]He Glieder niedentor Dimeanon lanen neb 
nun m kainer Potent mehr msammenftssen; sie sind Ton der Form: 

Zieht man durch sämmtliche Punkte, die der ti ansforuiirt^'ii Fauction 
in and x entsprechen, Parallelen zu A'-''~^^M^^^ und mt daä grüstite ge- 
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meiniohttffliohe Tiel&oli« d«r Entfenmiigeii dM Punktes Mi you Sohnitt- 
punkten dieser Parallelen mit der Achse gleich so geht die Beihen- 
entvieUnng von jetit ab weiter nach Potenaen Ton sb^; h ist entweder 

A^A^^, ^t»*) Vielfaches dieser Grösse. Bei den jetzt folgenden 

Tcansfomationeny die nStbig sind, um die Gliedw hinter dem letstm 
kritischen Exponenten sn berechnen, gehen die Gezaden niederster Dimen- 
non alle Ton Ai>^ aus, wobei die Ordinate 1 hat und an£<^(''~'')lf^ liegt. 

Bat man eine Function von der Form 11) in eine Beihe au eiit> 
wickeln, die ein cyUischee Sjatem von der Form 10) Heftrt, so liegen 
die Endpunkte A und B der Geraden niederster IKmenston der Function 
in X und y auf den beiden Achsen, und iwar ist OJ.» J^^'J".,. J(^>. 
Da nun die Bbhtung irgend einer Geraden niederster Dimeasi(m dadurch 
bestimmt ist, daae die trigonometnsdw Tangente des Neigungswinkels gegen 
die X-Achse gldoh dem redproken Werth des Exponenten der Potens in % 
ist, die sieh ans dieser Geraden etgiebt, so ist die Lage sBmmtlicher Ge- 
raden niederster Dimension durch die Poteniexponenten bestimmt. Beachtet 
man xogleiGh, dasa die Geraden, welebe kritische Exponenten ergeben, die 
leteten sind, die Ton den Punkten X', A'',.. ul^**'^) ausgeben, so folgt, 
dass diese Geraden durch die kritischen Exponenten allein be« 
stimmt sind. 

Insbesondere eigiebt sieh für die Coordinaien ij -von 

+ ima ,-1, 

wobei definirt ist durch die Gleichung: 

femer ist: 

12) + 

Die Zahl | steht in Beziehung za der Zahl, die Smith (a.a.O.) den 
DiscriminanteDindex nennt. Es ist nämlich: 



13) I - 



2^" 



da Smith nach unserer Bezeichuungsweise setzt: 



14) { 



2 - - 4) ft + - ^,) n 4 + - j j d, ^, + 

+ (^r-l-l)/.j. 



2* 
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§4. 

Die allgemeiiie rationale Form eines superlinearen 
mit gegebenen kritiiehen Exponenten. 

Wir geLen ans von dem raperlineaxen Zweig, der durch die Reihen- 
entwieUnng 10) defidri bt; darch Bationalowehen dieser BeihenentwicUnng 
erlillt man den Audniek 11). Beseiehnet man irgend einen Elammer- 
anedraek Ton 11) mit 

16) [JfV-i(»y)]^'^+ f,(xtf), 

der seLbst wieder von der Pom 11) ist, so liai dieser Auadroek die 
Eigensdiaft, «Ine abbrechende Beihefnentwieklimg ea ergeben, welche man 

erhJUt, wenn man die Beihenentwiukiung 10) mit dem Glied h^x^' ^" • - • 
dem letzten Glied Yor dem Glied mit dem kritischen Exponenten mit 
Nenner d'/i'^,. . /i^'i'^^^y abbricht. Nimmt man die Beihenontwicklnng 
dieser Function 15) naeb der im vorigen Paragraphen entwickelten Metbode 
wirklioh vor, so möge sieh A^~^^Ei als Gerade niederster Dimension 

«Bd>a, wdeh. dnu lebte kritMM. Bip«>«t» .rtip>i«hfc 

Auf dieser Geraden liegen blos zwei Glieder, nämlich eins auf und 
eins auf E^, Denkt man sich ^/ — > ^'^"...i^?) gesetKi, so liefert eine 
analoge Rechnung, wie die am Sdüuss dM § 3, für die Coordinaten 
von il<t~^) folgende GrOssen: 

^«^'". . , .K«) _ 1) . £l 4. 4»«. . . j(t> (^'' - 1) -Jy^,, + . . . 

oder '^^'^^'''-^) 

n ^ , — und 

Die Absoisse von ist: 

Q ^ X, _ 



Nun eigiebt aber [F«(«y)]^ die BeihenentwioUmig 10) bis mm 
Glied mit E^onenten -^r^t — J^'mal; die letgcten 

Eiponenten dieser Bntwieklang . *^ . » . ,^ jr^ ergeben 



Bich aus Geraden uiedereter Diiufn^^ion, die von — i) ausgehen, wobei 
die Glieder immer zu Potenzen sich zusammentassen lassen müssen 

und also von der Form sind: 



s r i£ 1- 
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Dw GlioA in » allein hat den Potenzexposenten 

und kein Olied solcher Art, was auch »j. sdn mag, kun aaf den Punkt 

fallen, dessen entsprechendes Glied den kritischen Eiponeaten ^ i ^u ^ — 
ergiebt Denn der dieeem letzteren Glied ragehDrige Potenxezponent ist 

und es mOsste also n^^h-'^^ tein, was nnmSglioh ist, da den 
Factor nicht enthalten kann. 

Wir folgern duans, dass das Glied auf JS||, eine Potens in x mit 

K 

dem Exponenten ~jf^i — i) * herrllhrt von der Function fi{^y)t 

und zwar ist es die kleinste Potens in die eich ans fq{»ff) eigiehi^ 
wenn y ersetzt wird dnreh die Beihe 10), welche man vor dem Glied mit 

dem kritischen Exponenten ^iju ' abgebrochen hat Ferner sohliessen 

wir daraus, da» man aus der Fanotion 15) dMi kritisehen Exponenten 

A^^^. erhält, wenn man statt Fj— eine Function 0^—i{xy) 

wählt, deren Beihenentwidklung mit der Beihenentwieklnng von F^^i(ißy) 
hloB in dm Gliedern mit den kritisdien ^ponenten idenlnsch ist, sonst 
aber gans beliebig ist Denn das transformiita Glied, das hei dar Bdhen- 
entwicklnng aof dfn Punkt J^»-^^^ fttllt, ergiebt sich mit Exponenten nnd 
Coefficiept aas den Gliedern der Geraden niederster Dimension, welche 
kritische Exponenten ergeben. Es ist also noch die Form der Function 
fq{x^) sn bestimmen, so dass der Ausdruck 15) als letzten kritisch«! 

Exponenten . — -t-t ergiebt, sonst aber sich beliebig nacii Poteiiieu 

1 

von x^'^"-'-^^"^ fortsetzt. 

Wir betrachten die erste Fanotion von der Form 15): 
17) (xf) = + («y), 

welche als kritischen Exponenten Ä ergeben und sich beliebig nach Potenzen 

von xA fortsetMin soll. Bs muss dann (pi{icy) als niederste Potens in x 
das Glied gfif^ enthalten; die Gerade niederster Dimension ÄB^ (Fig. 3) ent- 
halt also die zwei Glieder mit und s;^<, wo OÄ'^J'i OB^ — ß^. Alle 
anderen Glieder, die vcm der Fonn »'y* sind (jedes mit beliebigem Ooeifi- 
ciontw), liegen auf der dem ünprang abgewendeten Seite der Geraden 
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niederster Dimension ÄB^^ fio dass iür p und q die Bedin^ongsgleicbung 
existirt: 

18) ft. 

Die Reihenentwicklung von 16) hat die Form: 

19) +6,ar +••• 

wo h^y bg . . . Functionen sind der beliebigen Coefßcienton in q>{xy). 

Soll nun aber die Beihenentwicklung einer Fnnotioii die Anfangs- 
glieder mit der Beibe 19) gemeinscbafüicb haben, aber einen zweiten 

kritischen Exponenten besitzen, also folgende Form haben: 

wo ft + w-1 ^ ^ ßi + m 

80 mtisB der eniBprecheiide rKtaonale Ansdnick die Gestali haben: 

wobei 9:^(0;^) so beschaffen sein muss, dass, wenn man dann 

22) y~b^x^'-\-.-.b„,x ^ 

setzt^ die niederste Potenz in z den Exponenten 

hat (vergi Foimel 16); denn die Gerade niederster Dimension, die bei der 
Entwioklimg von 0^(xp) den kiitasdieii Exponenten „ liefert, geht 

nach einem Punkt der X-Achse, dessen Abscisse — Diese Eigenschaft 

bestimmt ^PtQci/). Es kann nämlich q>f(xy) alle Glieder enthalten, jedes 
mit einem willkttrlichen Coefficienien von der Form «^^f wobei 

pt 

denn diese GUedar g«b«n bei der ersten Transformation y « + b^sc^ 

r' 

Glieder in x allein mit den Exponenten Es sind aber noch eine Beihe 

Ton anderen Gliedern denkbar, deren Coe£ficienten nicht mehr alle von 
einander nnabhftngig sind, die nftmlioh hei irgmd einer der Transformationen, 

welche man ausführen muss, um die lieihenontwicklung bis bmX ^ 

r' 

za bekommen, als niederstes Glied in x ein solches mit Ejq[>onenten -7 
ergeben. 
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BetMudmet man mit ^ / n 

dei^enigen ThtSl von ^ti^y), der die BeSienentwioUmig bia znm Glied 

hrX ^' bcitiniint, den man al-o erhält, wenn man (P^(x!/) bis zu dem 
eben be/eich:ieton Lilied m eine lieihe entwickelt und diejenigen Glieder in x 
lind V sammelt, d e für diesn KeiheuentwiokluDg in Betracht kommen, so 
liefert <Z^ir(^l^) *^ui3 lieihenentwicklung: 

A n, + r—l (t,4-r 

y ^ h,X^' hrX ^' + ^ +..., 

w^o ?v ; 1 im Allgemeinen nicht mit /v+i identisch sein wird, nämlioh 
dann nicht, wenn zur Bestimmung des Gliedes mit dem Coefücienten hrJ^x 
noch andere Glieder von 0^{Qcy) ausser den Gliedern 0ir{xy) beitrai^cn. 
Ist A' ür die Gerade niederster Dimension, welche bei der Keihenentwick- 
luiig von C^ir(Ä"i/) dm Glied mit dem Coefficienten br ergiebt, und trans- 
formirt man, um das nächste Glied der lieihenentwickluug m bekommen, 

Ur-i — y - 5j X^' hr-lX ^' , 

60 ist A' ür+i <^e Gerade niederster Dimension und entspricht dem Ausdruck : 

ccnst I Ur — hr^ix ^ \ . 

Wenn nirn br^-i ^ V^-it so bekommt man, da die Abeeisse OJ^r+i 

ein Glied mit als niederste Potens in sofern man in 0ir(^y) 
y durch die Be3ie&entwicUiuig 22) eraetiL Ist aber &r+i — ^r-|-ii so wird 
die niedente Potenz in x von höherem Qiad. Man geht dann in der Ent* 
iviiddong Ton <Pir(^^) so weit, bis ein QBed kommt, das mit der Ent- 
wieUnng von 0^{xy) nicht tÜ^ereinstimmt, und bestimmt dann anf die 
eben angegeb^ Weise die niederste Potenz. Mao sebeide also Ton ^li^^y) 
die Glieder 

23) ^(»y) . . . ^ir{»if) . . . *i«(«y) 

ab, welche bei der Beibenentwicklung von Oj^xy) noth wendig sind zur 
Bestimmung der Exponenten 

so ergeben obige Ausdrücke 23), sofern y durch die Reihenentwicklung 22) 
ersetzt wird, als Fotenzezponenten der niedersten Poteuzen in x resp.: 
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A(^._l)+A....A(^._l) + äi^,...|(^._l)+M:^, 

oder ^1 fr -S« 

wobei vorausgesetzt wird, dass diö Ausdrücke 23) alle verschieden sind. 

Sind aber mehrere einander gleich, so ist für die letzteren der Exponent 

211 nehmen, den obigo Formel für den letzten derselben ergiebt. 

Die aUgemeinste ITorm einer f unoüon, die als niederste Potenz in x 

p 

eine solohe mit dem Szponenten ergiebt, sofem man y dvreh die 
Beihe 22) eraetst, iat also 

wobei die äumiuo über siiiumtiiche Formen m erstrecken ist, für welche 



moss mindestens ein Glied des Ansdrocks 24) enthalten. 
Daneben darf es noch beliebige Glieder enthalten» fftr wekhe die linke 
Seite der Gleichung 25) grösser wird als die rechte. 

Soll nun die Beihenentwioklnng einen weiteren kritisehen JESsponenten 

^f^n^n J bckomiuen, so ist der vorhergehende Exponeut von der Form 

rt±n-i 



I wobei 



Der rationale Ausdruck, der eine Beihe von dieser Form ergiebt, ist 
dann von der Form: [a),(«y)K" + ^(«y> 
Beieidinet man mit: 

^M(«y).-.^«(«y) 

diejenigen T heile von <2>2(j"//), welche im iteiüentiutwicklung bia reap. zu 
den Gliedern mit den Exponenten 

beitragen, so ergeben obige Ausdrücke, sofem man y durch die Beihe 

ersetzt, als Potenzexponenten der niedersten Potenzen in x resp. (vergi. 
Foimei 16): 
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oder 

9>5(jr«/) muö8 daün von der Form sein: 
wobei 

und /} A 

Die Bedingung des OleiohMine in 27) miuB von mindesient einetii 
Glied von 26) erfüllt sein. 

Fttlirfc man in dieser Weise 'fort, bis sftmmtliobe kritisohe Exponenten 

erschöpft sind, so erhilt man einen Ansdroek von der Form: 

28) {i\y^'+ 'P,{xy)]^"+ (p,(x3f)K"+...<p._i(iry))^('^+ g,r(xy) - 0, 

wobei jede der Functionen (p auf angegebene Woise von der ihi- vorher- 
gehenden abhängig ist. Der Grad dieser Functionen in x und y darf jede 
beliebige Höhe erreichen; denn die Bedingungen 18), 25), 27)... können 
immer erfüllt werden, wenn nur die Grade in x und y hoch genug ge- 
nommen werden. 

Zusatz. Die Form 28) kaiui utliebig specialisirt werden. Man kann 
z. B. die Forderung aufstellen, die Ciirvotigleicbung niedersten Grades zu 
bestimmen, die einen siiperlineareu Zweig mit gegebenen kritischen Ex- 
ponenten besitzt. Zu diesem Zweck wird man aus den Functionen <Pi{xy\ 
(Pi{x!j). . von den Gliedern, die vorkommen dürfen, je blos diejenigen 
niedersten Grades entnehmen und die Coefficienten der anderen gleich 
Null setzen. 

§5. 

Verhalten der adjungirten Curve in einem singuiären Punkt.* 

Wir wollen uns die An^be stellen, die allgemeine Fcnrm der Cunre 
SQ finden, die sich in «nem gegebenen singuiären Punkt einer algebraischen 
Carre adjtmgirt verhSlt, d. h., es soll die adjungirte Curve mit der grösst- 
mQgUchen Anzahl von willkürlioben Constanten gefunden werden, welobe 

* Vergl. Briot, Theorie des fouctiona abdliennes, 1879; chap. l. 
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die Bedingung des A^jnngtrtBtmB in d«m befcra&nden Punkt no»eh ver- 
fOgbar Ittsst Za diesem Zweck gehen vir Ton folgmder Definiüon aua: 
Sne Corve q>(xfi)»0 yerhill eich in dem eingolKren Ponkt X'^a^ 
y »5 der Curve f(xy) — 0 a^'tugirt zu der leiitereD, wenn das Abel'sehe 
lutegittl 

yio f'(if) - endliek bleibt fOx x^a, y^h, 

Macht man den sicgularen Funkt zum Ursprung, so ist die Aufgabe, 
eine Function ^(xjf) derart za bestimmen, dass w endlich wird ftlr 
» — 0, y — 0, wenn in f{y) und <p{xy) die abhängige Variable y ersetzt 
wird durch diejenigen Werthe, welche sich aus f{xii) — 0 bestimmen. Wir 
nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an , dass sich y aus f{xy) 0 
bestimmen lasse durch Beihen, die nach positiven Potenzen von .r anf- 
eteigen, und betrachten von diesen nur diejenigen, die mit ir = 0 ver- 
schwinden. Beschränken wir uns ferner vorerst auf den Fall, dass die 
Heihenentwicklungen von f{xy) •= 0 blos ein einziges ojklisohes System 
Ton Entwiokliuigea von der Form 

ymma^x^-^a^x^-^ (-<^< ai<«j...) 

ergebe, so haben wir mit diesem Werth von y in 29) einzugehen, indem 
wir fp{,xy) als ganxe algebraische Function annehmen, also setzen: 

Ordnet man ^(«y) nnd nach Potenzen von x^^ so wird aas 29) 



f {NiX^-^N^x^-^--)t 

t/ Ml. 4- nL. ^ 



Idx 
oder, wenn 

entwickelt wird, so erhält man die Anfangsglieder: 



[ vT, — iT) '7» — <Tx T — l 

m. m, J 



Daher wird obiges Integral: 

VÄi»^ + J?j«^4— -^i^l-^« ^ Iti« 

80)^-/ . 

m^x^ 
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Inlegial loll endlich werden ftr jt 0» d. h., es utiae der 

Potenzexpouent eines jeden Gliedes des Zählers grösser sein als 1. 
Kunist, da ^<^<^... «nd 

das Glied niedersten Grades des Zfthlers NiX^i erfOUt die Bedingong 

Ml 

nicht, 80 ist N^'^ 0 za setzen, und es ist dann N^x^ das Glied niedersten 
Grades, wobei ^.— 0 au setsen, wenn ^ nioht grOtsar als ^ — L In 

Mk 

dieser Weise ist fortaii&lirenf bis man stt einem Glied N^s^ kommt^ 

ALL ^, 

wo ^ > — 1. Alsdann dürfen Nt und alle übrigen Coef&denten beliebig 

bleiben, da dann aucii sämmtliche übrigen Glieder der Bedingung ge- 
nügen. Das Integral 30) ist also fttr « ^ 0 immer und nar dann end- 
lich, wenn 



endlich ist. Die Bedingung, dasa diesM Intsgral eodlieh ist, wird «08- 
gedrackt dnroli die Gleichungen 

iir,-o, J«i-0,...2ir»-.,-0 

zwischen den (Joeilcienten B^^ B^... der wiükuiiicü angenommenen 

Function ipipy), s^ ist die niederste FotenZ| die man eriillt, w«m man 
in fiji) für |f die bestimmte Beihe einsetii 

Das Folgende wird nun zeigen, wie nun diese Bechnnng wesentUoh 
abkllxien kann. Die Curve, welche einen singulSren Punkt im ürspaning 
hat, in dem das Verhalten der a^jnngirteu Oorve bestimmt werden soll, 
sei gegeben durch das cjklische System TOn BeihenentwiBkinngeB Ton 
der Form 10); alsdann bekommt man f&r die rationale Form den Aus- 
druck 11). Denkt man ach aus dieser rationalen Form gebildet 
und die Glieder in das Newton'sche Parallelogramm eingetragen, so kann 
man das System dieser Punkte erhalten, indem man von dem zu f{»y) 
gehörigen Newton'sdhen Parallelogramm aasgeht und rttmmtliche Ptmkte 
in Beziehung auf ein neues Coordinatensjstem betraohtet| welches man 
dadurch erhalt, dass man die neue JC'- Achse im Abstand +1 
alten annimmt, die 7- Achse aber uuTer ändert Usst (Fig. 2). Nun lauten 
die Glieder niederster Dimension Ton f (sy) 

also sind diejenigen von / '(^): 
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d. h., sie enthaltMi den Factor (y^— 2>^V<) (^^ — l)maL Tmnafonnixt 
man nim f'^y) mittelst der TranslörmatioiisgUiehiiiig 

10 tnuttformirem eieti dieie beeagtMi Glieder in Pnnkte, welobe mf die 
Btreok» AÄ* m liegen kommen; auf ^'JS'^ liegen keine Punkte; denn die 
BSntfenuing des Punktes Ä ytm dw nwen X *Adise Vefarttgfc — 1 Sin« 
heiten (yeigl. S. 16). Es enthftlt nun die tiansfonnirU Fonetion 

( ^\ 

den Ausdruck xu^— h^x^ ) als fachen Factor, woraus folgt, dass auch 
die transformirte Fonction tou f{^) denselben Ausdruck als (^|— 1) -fachen 
Factor entbSlt; denn 

Tranaformirt man der Reihe nach /'(y) durch dieaslhen TransfimnaAaons* 
gleichnngeni die aur Beihenentwicklung von f{3efi) —« 0 nothwendig waren, 
so erkennt man analog, dass die aufeinander fo1|^nden Geraden niederster 
Dimension von f(xy) zuaanunon&llen mit entspreohenden Geraden niederster 
Dimension von fQf), solange bei den TransformationMi noch mehrfache 
Factoren sich ergeben. Die Glieder niederste Dimension jedoch, welche 
den letsten kiitisclien Exponenten ergeben, also der Geraden J,(''~^>3fi 
entspK«clMii, sind (TOigl. 8. 18): 

Fttr die entaprechende transformirte Fonciaon von f(jif) «rhiat nmn slso 

und wenn hier die Transformation 

«1 — + miX^ 

durchgeführt wird, so ergiebt sich ein Glied in X alkän, das auf den Punkt 
Ä^"^ der X'- Achse zu liegen kommt. Bei den weiteren Transformationen 
bleibt dieses Glied unvertudert; denn kein andares Glied kann auf Ä^*^ 
fallen. Ersetzt man also aftmmiliohe TransformaÜcmen von f*Qi) durch 
eine einzige 

tß ^8p'\-\x^-\ — %«^+«i|af^H nipX^t 

wo p beliebig, und setit ßp'^ 0, d. h., erseint man in ^{y) y doroh seine 
BdhenentwicUnng in x, so erhftlt man eine Beihe von Potenaen in 
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doren nledevatu Foton dan Exponenien 0' J,^' hai Hon ist aber (vergL 
& 19): 



32) 



Wir kdmieii daher den folgenden Sati annpreehen: Die niederste 
Poiens, die man erhfttt, wenn man in f{jf) Utr y die ans /(rey) » 0 er- 

haltene Poienzreihe von y naoh Potenzen von x setzt, ist a^. 

Man kann diesen Satz auch dureh andere üeberlegungen bekommen. 
Nach Smith (a. a. 0.) ist nämlich der Qrad der Kesultante ans fixy) 
und f{)f) gleiefa dem Discriminantenindex 2lv\ Nun erhält man aber die 
Eesaltante, wenn man das Prodnet der ^-üntwicUnngen in f{^) einseiii 

Oeht man nun acnm Integral W| (31) snrOck, so hat man in der 
Zitlilexftineti<Hi die Coefficienten sammtlieher Glieder gleub Null sa setten, 

22?' 

deren Exponenten nicht grösser sind als — — 1. Ifon kann nun zeigen, 

dass man, um den Zlhler der Fnnetion nnter dem Integral zu bekommen, 
sieh begnttgm kann, in der willkflrliohen Fnnctkm ^(fl^Sf) statt y die mit 
dem leisten kxitisohen Eiponenten abgebrochene Beihe eininsetsen. Man 
hat idbnlleh: 

ff>{xy) — -f B^x 4- B^^x^' ■\- h^x^' -\ m^x^ + wtg^'^ H / 

t h \ ( ^ 

Ordnet man nach Potenzen 7on so ist «i erkennen^ dass es blos 

ein einziges Glied mit giebt, wenn der letzte kritische Exponent 

ist; dieses Glied ist Bim^x^y nnd es ist also Bi 0, wenn ^ < 1. 

Wenn aber ^ > — 1 , so haben der letzte kritische Exponent und auch 

die folgenden keinai Binflnss anf das Yersobwinden von ^ nnd nm so 
mehr keinen Einflnss auf das Yersobwinden der ftbrigen Coeffieienten 

(^... Im ersten Fall ist C^x.m^x^ — C^n^x ^ das einzige Glied 

£• +ei 

mit diesem Exponenten; ist wieder 0 ni setsen, so ist ^C^b^m^x^ ^ 
das einzige Glied, das fttr sieb versehwinden mnss ete. Wir sehen also, 
dass Ton jedem Ehmmeransdmek das niederste GHed, in dessen Ex' 
ponenten nun ersten Mal der STenner J vorkommt, den fintseheid geben 
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miiBB, ob der Coeffldfint su TerBobwmdeii hat oder nidity WMm nioU sohon 
ein Glied mit niederem Eq>oneiite& das VerseliwiBdeii des OoeffieienteiL 
gefordert bat. Jedenfiüls aber ersehen wir, dass die auf den Exponenten 

^ iolgeadai Exponenten keinen Einfluas mehr aas^ben können; d. h., beim 

Einaetun der BeihenentwicUnng fOr y in g>(xy) darf man sieh mit der 
abgebroehenen Beihe bis nun letrten lodtiBohen Exponaten begnfigoi. 

Die Bestimmung der in einem snperlinearen Zweig, welcher daroh 
eine Beihenentwicklimg von der Form 10) gegeben sein soll, sich adp 
jtmgpurt yeihaltenden Corve redneirt tnsst demnach auf folgende Beehmmg: 

Setze die mit dem letzten kiitischeu Exponenten abgebrochene Reihe 
10) für y in die allgemeine Function fp{xy) ein, ordne dieselbe nach Potenzen 
von X und setze sümmtliche Coefficienten » 0, deren Exponenten nicht 

giOsaer sind sls — — 1, wo — dureh Gleiohimg 32) bestimmt ist Die 

Curve (p{xy) *= ü, deren Coefficienten den dadurch erhaltenen Bedmguugjs- 
gleichungen genügen, verhält üicL adjungirt in dem singuliiren Punkt einer 
Curve, die den superlinearen Zweig 10) enthält, und isi zugleich die all- 
gemeinste ihrer Art 

Die Verallgemeinerung dieser Methode auf den Fall, dass die Curve 
fipy) 0 im Ursprung mehrere superlineare Zweige hat, macht keine 
Schwieligkeit, Mau l estimmt der Reihe nach die Bedingungsgleichungen 
lür die Coeiticienleu der Function (p{pi;y\ die bewirken, dass das Integral 
29) endlich wird, sofern mau m der Reihe nach ersetzt durch die Keihen- 
entwicklunL'fiii , die den superlmearen Zweigen entsprechen. Auch hier 
kann die niederste Potenz in x von f{ji), wenu y durch eine Keihen- 
entwicklong ersetzt wird, in den kritischen Exiionenten der Reihenentwick- 
lungen ausgedrückt werden dadurch, dass man wiederum die Geraden 
niederster Dimension zeichnet, welche die einzelnen Beihenentwicklongen 
ergeben. 

Die eben entwickelte Methode der Bestimmung der adjungirten Curve 
ist im Allgemeinen mit ziemlich umständlichen Eechnungen vf^rlmüpft. Da 
nun die ac^ungirte Curve gewöhnlich ebenfalls in dem singulären Punkte 
der ursprünglichen Curve eine Singularität enthält, so müssen auch noch 
aus der Gleichung der adjungirten Curve die Reihenentwicklungen ge- 
bildet werden, und diese Rechnung ist äussert mühsara , da aus den 
Bedingungbgleichungen zwischen den Coefficienten der Fimction (p{xi/) zu- 
erst die gewöhnlich© Form von q>(xif) hergestellt werden muss. Wir 
geben deshalb noch in Folgendem eine graphische Methode an, welche 
namentlich, wenn zugleich die R» ibeuentwicklungen der at^nngirten Curve 
verlangt werden, wesentlich rascher ;6am Ziele führt. 
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Die CvüTfe f(i,i) =^ 0 habe wieder im Ursprung einen Buperliaearen 
Zweig von der Form 10), und es ist slso eine Tnnotion ipixy) derart zu 
bestimmeiii dass der niederste Exponent der Potenzen in Xy wel<^ dareh. 
Enetien von y dwoli die Beihenentwioklnng 10) whalteii wordflo, gritaser 

ist als — - — 1. IHeses Enwtnn ron y duroh die Reihenentwicklung kann 

dadnroh geschehen, dass man ^{xy) durch die Reibe der Substitutionen, 
die man zur Keibenentwicklung von f{^y) 0 bis zum letzten kritischen 
Exponenten nfithig hatte, transformirt, d.h. man seist: 

ff g h^3e^ -{ m^fl^, 

fahrt ffiese Traurfbnnntiotten nach der Gramer'sdien Methode der Beihe 
naßk dnrchi und setzt schliesslich 5 « 0. Denkt man sieh die PnnctLOn g>(xy) 
in das Newton'sche Parallelogramm mit X'- Achse imd Y- Achse als Achsen 

eingetragen (Fig. 4, vergl. auch Fig. 2) nnd macht 0' — 1, so erkennt 



dsM 9(2;^) — 0 sich dann adjungirt TSrhält, wenn (f){xy) bei der 
letzten Thmsformailcn Ponkie anf der Z'-Aehse ergiebt, die hlos rechts 
Ton P liegen. Zieht man durch P die Parallele mit der Geraden 

niederster Dimension, die den ersten kritischen Exponenten ^ ergab, so 

transformiren sieh slle Glieder anf der dem Ursprmig abgewendeten Seite 
der Geraden ^P derart, dass die Geraden, dnrch welche diese TranS' 
formation ausgeführt wird, die Z'- Achse in Punkten rechts von P schndden. 
Da ß^^^'f so dttrfen aUe Glieder, jedes mit wiOkttrlichem Coefficienten, 

2N 

deren Grade x und ^ zusammen grösser sind als X, der 

Glmchnng der a^fvngirten Cnnre Torkommen. Ist f» die nttehst hOhere 

ganze Zahl zu 1, so sind die Glieder niedersten Grades 

der adjungirten Cnrye, die beliebige Ooefficienten haben dftrfen, 
Tom Grad p\ die adjnngirte CnrTe hat im singnl&ren Pankte 
der CnrTC f(xy) p lineare Zweige mit beliebigen Tangenten. 

Die so erhaltene zn dem superlinearen Zweig adjungirte Onnre ist 
aber nicht die allgemeinste; vielmehr kann man noch eine Beihe Ton 
Gliedern finden, welche die adjungirte Cnrve enthalten daif, deren CoefiBf- 
cienten aber nicht mehr beliebig sind, sondern in gewissen Beaiflliangen 
zu einander stehen. Diese Glieder sind nun nicht mehr blos von den 
kritisehen Exponenten des superlinearen Zweiges abhftngig, sondern aadi 
von den anderen Exponenten nnd den Coefficäenten der Glieder der Beihen- 
entwieUnng. Zieht man die Gerade PQi parallel der Geraden niedelfter 



Digitized by Google 



-~ 32 — 



DünBDsioii, die den auf den ersten kritischen ExponMifen folgenden 0m. 
AUgememen nicht kritischen) Exponenten ergiebt, so kann man sich Aggre- 
gate von Gliedern denken, welche bei der ersten Transformation in das 
Dreieck QPQi fallen und welche dann bei der zweiten Transformation, 
die duroh Fanllelen P^i ausgeführt wird, Punkte «af der ^' -Achse 
argeben, die rechts von P fallen. Solche Glieder li^en auf Parallelen 
m P^, z. B. auf CDEy und swar mttSBen dieselben einen mehrfachen Fac- 
tor von. der form {y^' — h^'x^') haben; hat nämlich D eine Ordinate 
zwischen m und m-|- 1, so müsaen die Glieder auf CE den obigen Fac- 
tor (m + 1) mal enthalten. Denn blos dann erhält man bei der ersten 
Transformation blos Glieder auf der Strecke CDi im üebrlgen können die 
noch verfügbaren Coefficienten beliebig genommen werden. Ist es un- 
möglich, solche Glieder zu finden, so enth^t die adjungirte Curve blos die 
Glieder mit beliebigen Coeffioientea, welche auf der dem Ursprung ab- 
gewendeten Seite Ton PQ liegen. Im anderen Falle zieht man die Gerade 
QF^ parallel der Geraden niederster Dimension, die den dritten Exponenten 
exgiebt, und sucht solche Glieder, welche bei der ersten Transformation 
auf die dem Ursprung zugewendete Seite von PQi fallou und zugleich bei 
der zweiten Transformation auf die dem Ursprung abgewendete Seite von 
PQ^ fallen. In dieser Weise ist fortzufahren bis zu der Transformation, 
die den letzten kritischen Exponenten ergiebt. 

Nachdem auf graphische Weise die Function q}(xif) bestimmt ist, 
kSniien auch ohne weitere Rechnung die Reihenentwicklungen derselben 
angegeben werden. Es lilsst sich ersehen, dass die niedersten Glieder 
TOn g>{xii) bei den Transformationen blos solche mehrfache Factoren ent- 
halten kOonm, welche auch bei den Transformationen von f(xy) als mehr- 
fache Factoren auftraten. Daraus folgt, dass die edjungirte Curve Beihen* 
entwicklungen liefert, deren Glieder bis zu ihren letzten kritischen Exponenten 
übereinstimmen, sowohl den Exponenten als auch den Coefficienten nach 
mit Anfangsgliedern des gegebenen superlinearen Zweigs; diese Zweige der 
a^jongirtoi Curve berühren also den letzteren Zweig. Daneben erhält 
man im Allgemeinen noch eine Reihe linearer Zweige mit blos einem 
kritischen Exponenten, die in keinem Glied mit der gegebenen Reihe über^ 
einstimmen. 

Wir unterlassen es, der grossen Umständlichkeit halber, anzugebeui 
wie diese graphische Methode durch die Rechnung ersetzt werden kann. 
Aber es ist selbstverständlicb, dass die geometrische Konstructioii rechnerisch 
verfolgt werden kann. 

Beispiel: Eine Corvo enthalte im Ursprung den superlinearen Zweig 
von der Ordnung 6: 

AI» 
y — « — — + 
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ÜB BollMi dU BsUwiiBiitwicUiiiig«! der «^uigirteik Oorve bettimmt 
werden. 
Es ist 

j^^i 21,-2; ^,-1; -rf'-l? irf"-3i ^'"-2; 

also 1^1 -1; «Jj-lS, 

22f-(6-6).1.6 + (ö - L>).4.2 + (2- lj.l3.1-4ö 

^ ^ 6 «• 

Man maebe O'P— 6| (Fig. 6); adehe die Geraden PQ, P^i, P^. 
derart, dass die ti%oiiomeiriseben Tangeiiten der NeigiuigswiiikBl dieser 

3 6 

Geraden gegen die 21'- Achse reap. 1, ^1 sind. Die Glieder, welche 

auf der vom Urq^huig abgeweudeten Seite Yon PQ liegen, dOrfen vor- 
kommen, jedes mit beliebigem Co^fidenten; diese Glieder sind von der 
siebenten Ordnung; also veibllt liob eine Gurve, die sieben lineare Zweige 
durch den Ürspnmg enthllt, a^jungirt. Nun nehme man die Glieder auf 
5, e, f so sn, dass sie (jf — xY alt Factor enthalten, also von der 
Form sind: , ,,,, , , „ ^ ^ 

die Glieder auf g^h^. n lasse man einstweilen beliebig. Es werden sich 
also die Glieder auf . . . f "bei der Transformation y — « + .r auf a, c 
transformiren , und nun kann man die Coefücienten der Glieder auf g^h,... n 

60 specialisiren, dass nach der ersten Transformation je die beiden Glieder 

JL 

anf h and m, sowie c und n den F^Mtor enthalten, denn hm ond eu 

smd parallel FQg, Bei der nftohsten Transfonnation fallen alle traas^ 
foimirten Glieder auf Poakte, die auf der dem üispmng abgewoadeten 
Seite v(m PQ^ liegen, also aodi bei allen noch folgendem Xransfonuationen. 
Damit ist ^(sjf) vollstttndig bestimmt; dem es kOnnen keine anderen 
Glieder mehr vorkommen. Die Glieder mederster Dimendon dnd die auf 
a, f liegenden, ond zwar von der Form 

Der zweite Factor zeigt slu, dass man zwti lineare Zweige von der 

erbltlt. Der erste Faotor erfordert die IVansformation ff^u + x, worauf 
die Gerade en Gerade niederster Dimension wird; diese enthftlt den Fac- 

tor u + einfach, also lautet die weitere ßeihenentwicklung: 
%) y — jp — «• + c«* -1 
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Die adjuDgirte Corve hat also die zwei linearen Zweige 1) und einen 
Zweig 2) dritter Ordnung, denen iwei erste Glieder mit der gegebenen 
Reihenentwicklung übereinstiininen. 

Diese Methode kann auf Curven mit jeder beliebigen Singularität aus- 
gedehnt werden. Wir beschrftakeo uns jedoch auf ein einzelnes Beispiel: 
Bb soll die adjungirte Curve 2U einem X;- fachen Punkt mit getrennten 
Tangenten gefunden werden. Da die Glieder niederster Dimension die Vorm 

00»*+ «t«* 

haben, so ist AB (Fig. 6) Gerade niederster Dimension, wobei (JA — OB'^'l: 
Da AB diejenige Gerade ist, welche die letzten kritischen Exponenten er- 
giebt, 60 beßtimmt man den Schnitt il' der Geraden parallel der X-Ache im 
Abstand 1 (neue X'- Achse) und der Geraden AB^ macht PA'"^ 1, so dass 
also O'P = k — 2. Es darf dann die adjungirte Curve sämmtlicbe Punkte 
enthalten, die auf der vom Ursprung abgewendeten Gleite von PQ liegen, 
und dies sind die Glieder von der Ordnung k — 1\ da dieselben beliebige 
Coefficienten haben, so zerfftUt die Entwicklung m Jt — 1 lineare Zweige, 
woraus also der bekannte Sata folgt: Die allgemeinste acyungirte Cnrve 
geht (k — l)mal dnieb einen ifc-Csohen Fnnkt mit getrennten Tsagenten. 

Hit BBIfe der Entwü^imgen von § 4 sind wir in den Stand gesetsti 
diesö giäpliiscdie Heihode so an modifUsären^ dass die Zeiohnnng nmgangen 
werden kann. Wir geben bierzn ans von der lationaleii Form der Cnrre^ 
haben also, wenn blos die Beihenentwieklmig des snperlineamn Zweiget 
gegeben ist, naeh § 1 anerst die rationale Form heiraiatellen« 

Die gegebene Corre sei von der Fonn 28) imd liefere flOr die Um- 
gebung des singul&ren Punktes eine Beihenentwiddong Ton der Form 10), 
Naeh FrtUiersin bat die Qleiebnng der acijungirten Cnrre die Bigensebaft, 
dass die niederste Potena in sofem man fr dnrob die Beihenentwicklnag 10) 

ersetzt, höher wird als a;-<^ . Benützen wir die Bezeichnung des § 4, 
so ist die allgemeinste Form, die eine solobe Cnr?e haben kann: 

wo 0r-'i,r,{xy) der Theil der Function 28) ist, welcher nothwendig ist 
zur Bestimmung dor Reihenentwicklung bis zu dem Exponenten, der dem 
letzten kriüsohen voraugekt, und wo folgender Bedingung genügt wird: 

Da die linke Seite eine_Zabi ergiebt, deren Nenner bÜMMena 
d*j^,,,Ji*'—^) ist, so ist die niederste Zsbl, die von der linken Seite 
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err«icht werden daxf, der nKchsto Werth nach —^"^^t Nenner 

M 

J'J",..^'""*) hat. Sei dieaer ji^n ^ ^^t^^ ^ ™^ Bedingung: 

Um nun nocli die Reihenpntwickhingen der allcremeinsten adjungirten 
Carvp 7.U finden, hat man die Glieder niederster Diniension, welche die 
a^jungirte Curve enthalten darf, aufzusuchen. Man kann sich jedenfalls 
auf diejenigen Ansdiü ke der Summe beschränken, bei welchen die 
rechte Seite der Bodin^nmg 84) den kloinsteu W* ith erreicht. Unter diesen 
hat aber wieder derjenige Ausdruck den niedersten Grad, der den höchsten 
Exponenten hat} denn 

«r-l,l(»y), <Pr-i,»(«y)... *r-l.o(«y) 

haben daaselba niederste Glied in p allein, nftmlich p^^..>^~^\ Wizd 
aber y dnrch die Beihe esnetzt, so «rgiebt die leiste Fimotioii eine hSheie 
Potenx in als die vorlettte, diese wiedernm eine höhere Foteni als die 
nBchst Torhergehemde ete. Man wBhlt i^o unter den mtfglichen Aua^ 
drfiekeii diejenigen mit dem hOohatea Erneuten in <IV— unter 
9xt dadurch auagesohiedenen Gruppe ▼(» AusdrüdEen di(»jenigen mit dem 
hOehaten Bxponenten in tf^*— i,«— eto. und kommt auf dieee Weise 
SU Ausdrücken Ton der Fcrm 

welche die Glieder niederster Dimension der adjungirten Curve r. präsentiren. 
Diese Form zeigt uns, dass wir je v y^o—\-"^i Entwicklungen erhalten, 
die mit der Reihenentwicklung des gegebenen superlinearen Zweigs über- 
einstimmen resp. bis zum ersten, zweiten . . . Gliede der gegebenen Eeihen- 
entwicklung vor dem Glied mit dem letzten kritischen Exponenten. Dazu 
treten noch g' lineaxe Entwicklunj^^on von der Form = + 6x* -f • • 
und, wenn der Ausdruck o5) knin Glied mit ;/ allein enthält, d h., wenn 
nicht gleich Null, so treten noch eine weitere Anzahl linearer Entwick- 
lungen hinzu, die man dadurch erhält, dass man die Summe der Anzahl 
der Ordiiiinfren aller bisher gefundenen Entwicklungen bestimmt und diese 
Zahl ahiiieht von dem Potenzeipononten der niedersten Potenz in y allem, 
welche die adjungirte Curve entl alten darf. Diese letztere Zahl, welche 
die Anzal l der OrdnunL^^n sSmmtlich»:'!- Keihenentwicklungen der adjungirten 
Curve ist, orlialt maii aus uiiiem Ausdruck, den juau analog dem Aus- 
druck 35) bestimmt, wobei von vornherein j?' = 0 gesetzt wurde. Die 
Differenz dieser beiden Zahlen liefert die Anzahl der Imearan Entwicklungen, 
die noch hinzutreten. Da die Coefücienten aller Ausdrücke von 33) von 
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einander miabliXngig aiitd, ao können die lo bealammten BntwieUmigen 
sieh niclit zu höheren snperlinearen Zweigen zosammenordnen. 

Beispiel Wir w&hlen das Beispiel, das wir früher nach der gn^h- 
isehen Methode beliandelt hatten. 

Die CnrTe 

f{^y) - [(!/ - + - 9(|f - »yx' - 0 

giebt die Beihenentwickliing 

y — «— »• — «•+••• 

Die TheDe von f{xy)^ welche sor Bestiinmiing der swei ersten Ez« 
ponenten nothwendig sind, lauten: 

y — X und [j r)^ -}- x*. 
Setzt man in jedem für y die Reihenentwicklung, so ergeben sich als 

niederste Potensen in « die Potenzen oe* und Da — ^-f, so 
ist die a^jnngirte Cnrre Ton der Form: 

wobei die Bedingung erf&llt sein moss: 

Der Ausdruck, f&r welohen die rechte Seite am kleinsten wird, ent- 
spricht den Werthen ^ a . a 

* — Ij r-Oj i^ + ff-^, 

worans der Ansdraek niederster INmenrion 

[{^y - x)» + a^] [A + Bxy Cy«J, 
and dieser giebt unmittelbar die Reihenentwicklungen: 

y a« + H , 

l 8 

?/ = X — 0- •"'4- cx^-\ , 

in Oebereinstimmung mit dem auf S. 33 gefundenen Resultat 
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